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摘　要：将果汁体系视为水和溶质组成的二元系统，采用相场法模拟二元系统的相变微观结构，研究了等温结晶

过程中，界面厚度对冰晶生长的形貌及溶质分布的影响，确定模型中界面厚度的合理取值。结果表明：界面厚度对

冰晶的形貌有正负影响。在扰动干扰的范围内，二次枝晶随着界面厚度的增大而越来越发达，枝晶尖端也尖锐；在

扰动干扰范围外，晶粒不产生二次枝晶，同时主轴枝晶变细，部分主轴枝晶消失。界面厚度取值越大，晶粒生长速

率越快，而枝晶尖端半径减小。界面厚度取值在３ｄｘ左右能较好地反应枝晶生长形貌及提高计算效率。
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　　当前，相场法已成为模拟凝固组织、界面形貌

的重要方法［１］。相场法［２］的理论基础是金兹堡朗

道相变理论，系统的模拟二元系统的相变微观结

构，研究了等温结晶过程中界面厚度对冰晶生长的

扩散、有序化势以及热力学驱动力的综合作用，这

是一种通过该理论的微分方程来反映的一种计算方

法。近年来，国内外研究者利用相场法模拟凝固微

观组织经历了从二维三维
［３－４］、二元合金多元

合金［５］、单晶粒多晶粒
［６－８］、自由枝晶定向凝

固［９－１０］、单相场多相场
［１１］、无流场包含流
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场［１２－１６］逐步深入的发展历程，从而对凝固过程进

行真实的模拟［１７］。一般情况下，凝固体微观组织

的形成取决于溶质扩散、界面曲率与热扩散［１，１８］。

迄今关于利用相场法模拟在果汁冷冻浓缩过程中的

冰晶生长情况的相关研究较少，目前仍处于初步摸

索的阶段［１９－２０］，亟待进行深入研究。

如今，研究果汁冷冻浓缩尚未构建冰晶生长特

征的数学物理模型［２１－２２］，还是主要以实验为基础，

冰晶夹带的影响因素主要有溶液浓度、降温速率、

结晶时间等［２３－２５］，另外，还包括处于非平衡态热

力学条件下的动力学规律［１８，２６］。根据目前已有研

究结果表明，研究者何立群等［２７］提出：异相成核

后，研究呈现分形生长的冰晶形态结构和冰晶的演

变过程，并基于分形的相关理论，对水分子的结晶

能力与降温的速率、溶液的浓度之间的关系进行分

析。陈梅英等［１９－２０，２８－２９］首次把相场模型引入食品

领域，对冷冻浓缩过程冰晶生长机制进行初步探

索，理论分析了冷冻浓缩过冷时间、过冷度等对冰

晶生长的影响。

按理界面厚度应取其真实值，但在相场法模拟

中需要一个能计算的界面厚度。本研究基于ＫｉｍＳ

Ｇ等提出的ＫＫＳ相场模型
［２６］，结合Ａｌｌｅｎ

［３０］提出

的弥散型界面厚度的定义，探寻能反映真实情况且

提高计算效率的界面厚度取值，将果汁的多元成分

视为水和溶质二元系统，对二元系统冷冻浓缩等温

结晶过程进行相场法模拟，分析冰晶生长过程中界

面厚度与冰晶形貌和溶质分布之间的关系。

１　建立冰晶生长的相场模型

１１　相场法的控制方程

冰晶生长相场模型以自由能减小原理为基础，

基于ｋｉｍＳＧ等
［２６］提出的ＫＫＳ相场模型，并结合

近似稀溶液时的基础方程，从而建立了果汁在冷冻

浓缩过程中，冰晶生长的相场模拟模型。相场和溶

质场方程采用自由能密度形式的相场法分别推导

出。自由能密度的定义是：利用固相与液相的自由

能密度，分别乘以各自的分数，之后再加上剩余自

由能的和，可将其表示为：

犳（犮，）＝犺（）犳
犛（犮犛）＋［１－犺（）］犳

犔（犮犔）

＋犠犵（） （１）

式（１）中：犳为自由能密度，Ｊ·ｍ
－２；犳

犛表示固

相，Ｊ·ｍ－２；犳
犔 表示液相，Ｊ·ｍ－２；且其固相分数为

犺（），犺（）＝
３（６

２－１５＋１０），液相分数为１－犺

（）；犮为溶质浓度；为相场变量，＝－１或０时为

液相，＝１时为固相，在液固的界面上，值在－１

～１或０～１的范围内发生连续的变化；犠犵（）表示

剩余自由能，其中，犠 是相场参数，犵（）是剩余自由

能函数，犵（）＝
２（１－）

２。可将相场方程表示为：


狋
＝犕［ε

２

２
－犳（）］ （２）

式（２）中：犕 为相场迁移率参数［式（９）］；犳（）

是自由能密度对相场的一阶导数；ε为与界面能

有关的相场参数。当利用稀溶液来近似时，则表达

式为：

犳（）＝
犚犜
犞犿

犺′（）ｌｎ
（１－犮犲犛）（１－犮犔）

（１－犮犲犔）（１－犮犛）
＋犠犵′（）

（３）

式（３）中：犚 表示气体常数，犚 的值为８．３１

Ｊ·ｋｍｏｌ－１；犜 表示温度，Ｋ；犞犿 表示摩尔体积，

Ｌ·ｍｏｌ－１；犮犲表示平衡浓度；下标犔和犛 分别表示

液相和固相；犺′（）为犺（）的导函数，犺′（）＝３０
２

（１－）
２；犵′（）为犵（）的导函数，犵′（）＝２（１－）

（１－２）。

１２　溶质场扩散方程

采用自由能密度的形式，可以将溶质场的扩散

方程，改写表示为：

犮

狋
＝（

犇（）

犳犮犮
犳犮）＋

犇（）

犳犮犮
·犳 （４）

式（４）中：犇（）表示溶质扩散率；犳犮表示自由能

对浓度的一阶导数；犳犮犮表示自由能对浓度的二阶导

数。界面区域的溶质浓度犮，是指固、液相的摩尔分

数之和，在固相和液相达到平衡时，在界面区域中，

任意一点的固相和液相的化学势相等，即：

犮＝犺（）犮犛［１－犺（）］犮犔 （５）

μ
犛［犮犛（狓，狋）］＝μ

犔［犮犔（狓，狋）］ （６）

式（６）中μ
犔 和μ

犛 分别为液相和固相的化学势。

１３　加入扰动

计算时，在界面处施加微小的扰动也会影响真

实的枝晶形貌，在相场方程中加入人为的随机扰

动：

犳（

狋
）＝

狋
＋１６犵（）χ （７）

式中χ在－１到１之间随机取值，是与时间

相关的相扰动强度因子，１６犵（）用以控制在固液界

面中出现扰动，最大扰动可能出现在＝０．５处，若

远离界面则扰动迅速减小。

２　确定相场参数及模拟计算

２１　参数的确定

相场参数ε和犠 与界面厚度及界面能都有关

系，相场迁移率参数犕 则与界面动力学系数有关，
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它们可以表示为：

ε＝
６λ
２．２槡 σ，犠＝

６．６σ
λ

（８）

犕－１＝
ε
２

σ
·犚犜
犞犿

·１－犽
犲

μ
犽犿犲

（９）

式（８）和（９）中：σ表示固液两相的界面能，Ｊ·

ｍ－２；犚表示气体常数；犜表示温度；犞犿 表示摩尔体

积；犽犲 表示平衡常数；μ
犽 表示动力系数；犿犲 表示液

相线斜率；ε表示与界面能有关的参数，λ表示界面

厚度，μｍ。

２２　物性参数的取值

从已有的研究［３１－３４］得知，冰晶结构在一般情

况下，均表现为密排的六方结构。模拟冰晶结构各

向异性模数ｋ的取值为６。当控制其他相关的物性

参数取值不发生改变时，只改变界面厚度λ，观察

及分析界面厚度对冰晶形貌的影响。选用质量分数

为９．６％的糖水溶液视为水和溶质二元系统，将其

作为研究对象。在进行计算时，所使用的物性参

数，具体如表１所示。

表１　蔗糖水溶液的物性参数

犜犪犫犾犲１　犃狏犲狉犪犵犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狊狌犮狉狅狊犲狊狅犾狌狋犻狅狀

物性参数 取值

界面能σ／（Ｊ·ｍ－２） ０．０７６５

固相溶质扩散系数犇犛／（ｍ２·ｓ－１） ２．５×１０－１１

液相溶质扩散系数犇犔／（ｍ２·ｓ－１） ５．６×１０－１０

凝固潜热犔犿／（ｋＪ·ｋｇ－１） ３３４．４

熔点温度犜犿／Ｋ ２７３．１５

液相线斜率犿犲 １８０８［３５］

平衡常数犽犲 ０．０７５

注：表中数据参照文献［３５］计算得到。

２３　数值计算

（１）边界条件与初始条件。当计算界面区域的

边界时，相场与溶质场的边界条件都取绝热边界条

件。狉表示初始晶核半径，则

狓２＋狔
２
≤狉

２，＝１，犜＝犜犿－Δ犜

狓２＋狔
２
＞狉

２，＝０，犜＝犜犿－Δ
｛ 犜

（１０）

式 （１０）中：狓是模拟中的横坐标；狔是模拟

中的纵坐标；犜 表示有量纲温度，犜犿 表示模拟的

初始温度，Δ犜表示过冷度。

（２）数值计算方法。相场方程利用显示有限差

分求解，时间步长Δ狋受到溶质场计算的限制，即

Δ狋＜ （Δ狓）
２／４犇犔，犇犔表示液相中的溶质扩散系

数，取值为：Δ狋＝１．５×１０
－９狊。晶体轴生长主轴与

直角坐标系的狓轴和狔 轴相对应。模拟计算网格

数为１４００×１４００，空间步长为５×１０－８ｍ，初始晶

核为半径狉＝１０个网格数的球。

３　模拟结果与分析

在相变过程中，固体与液体之间存在明显分界

面。将固液界面厚度扩大至可计算的尺度，在不同

的界面厚度下利用相场法进行模拟，研究界面厚度

这个因素对冰晶形貌与其冰晶溶质分布的影响情

况，这样就能获得稳定的界面推进速度。

３１　界面厚度对冰晶形貌的影响

图１所示为不同界面厚度下的冰晶生长形貌。

当λ＝１．５ｄｘ时，晶粒形貌呈现等轴枝晶形貌，且二

次分支不明显；随着界面厚度的增加，当λ＝３ｄｘ时

随着界面厚度的增加，晶粒开始出现分支，二次分支

更加发达；当λ＝４ｄｘ时枝晶的主干变细，二次枝晶

生长发达，枝晶整体形貌呈六边形生长。当λ＝

４．５ｄｘ及λ＝５ｄｘ时，界面厚度进一步增大，主轴枝

晶变得更细，部分主轴枝晶消失，枝晶整体形貌呈球

形。这是因为扰动对枝晶的影响存在一定的范围。

在扰动的影响范围内，当界面厚度较小的时候，受到

扰动的影响较小，二次枝晶不明显；随着界面厚度的

增大，扰动的影响随之增大，晶体的界面前沿不稳

定，二次枝晶开始产生，并随着界面厚度的增加愈加

发达。当界面厚度增大到一定程度时，能有效地限

制扰动的对晶粒的影响减弱，二次枝晶减少最终晶

粒没有二次枝晶的产生，如图１ｄ、ｅ。这种现象分别

与于艳梅［３６］、王智平［３７］等模拟的结果相吻合。

３２　界面厚度对冰晶溶质分布的影响

图２显示了不同界面厚度条件下的溶质分布情

况，图１和图２对比可知相场和溶质场相吻合。从

述两幅图中可以发现，枝晶的固相中夹带着部分的

溶质，凝固界面的溶质浓度比周围环境低，且枝晶

前沿富集了大量的溶质。这是溶质扩散的过程。一

方面水分子和溶质分子都在不断运动中，水分子之

间容易形成氢键而结晶，同时溶质分子与水分子相

互作用，造成了夹带；另外一方面，在结晶过程

中，水结成冰是一个膨胀的过程，因为冰晶生长的

速率大于溶质扩散的速率，所以在溶质来不及充分

扩散之前，冰晶内的浓缩溶质会被迅速挤向尖端，

从而在枝晶前端富集，形成一股流行尖端的溶质

流。由图２可以发现，随着界面厚度的逐渐增大，

枝晶的生长速率逐渐加快，而枝晶尖端半径则逐渐

减小。同时，从方程 （９）可以看出，随着界面厚
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度取值的增大，界面的迁移速率减小，溶质的扩散

较为充分，溶质梯度较少，枝晶生长凝固时间越

短，所以生长速度越快。所以，方程 （９）的理论

结果与相场模拟结果吻合。

图１　界面厚度λ对冰晶形貌的影响

犉犻犵．１　犐狀犳犾狌犲狀犮犲狅犳犻狀狋犲狉犳犪犮犻犪犾狋犺犻犮犽狀犲狊狊狅狀犻犮犲犮狉狔狊狋犪犾狆犪狋狋犲狉狀

注：（ａ）λ＝１．５ｄｘ；（ｂ）λ＝３ｄｘ；（ｃ）λ＝４ｄｘ；（ｄ）λ＝４．５ｄｘ；（ｅ）λ＝５ｄｘ。图２同。

图２　界面厚度λ对冰晶溶质分布的影响

犉犻犵．２　犐狀犳犾狌犲狀犮犲狅犳犻狀狋犲狉犳犪犮犻犪犾狋犺犻犮犽狀犲狊狊狅狀犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳狊狅犾狌狋犲犳犻犲犾犱
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　　由图１和图２可知，当界面厚度取值过大时，

枝晶生长形貌变异。所以采用相场法模拟冰晶的生

长时，界面厚度取值应在３ｄｘ左右，这样不仅可以

得到较可靠的冰晶生长形貌，又可以提高计算机的

模拟效率。

４　讨论与结论

４１　将果汁视作水和溶质的二元系统，利用相场

法模拟二元系统冷冻浓缩过程中的冰晶生长情况，

探讨界面厚度对冰晶形貌的影响。界面厚度对晶粒

的形貌有正负影响，当界面厚度尺度达到一定取值

时，其数值误差随之被放大，从而在界面处形成误

差噪音，误差噪音在界面上形成明显的扰动，使计

算得到的冰晶形态发生变化。在扰动干扰的范围

内，随着界面厚度的增大，二次枝晶越来越发达，

枝晶尖端也尖锐；在扰动干扰范围外，晶粒不产生

二次枝晶，同时主轴枝晶变细，部分主轴枝晶消

失。由于误差噪音的性质难以描述，故利用相场法

模拟冰晶生长时，界面厚度大小应有适当的取值，

从而达到有效控制误差噪音。

４２　相场和溶质场相吻合，溶质分布情况随着界

面厚度发生变化。随着界面厚度取值越大，界面的

迁移速率越小，导致溶质的扩散速度与冰晶的生长

速度相差较小，溶质扩散有相对足够的时间，避免

大量溶质聚集在固液界面前沿，削弱了界面前沿

出现溶质截留现象。因此溶质的扩散较为充分，溶

度梯度较少，枝晶生长凝固时间越短，所以生长速

度越快。

４３　晶粒生长速率和枝晶尖端半径受界面厚度取

值的影响，界面厚度取值越大，晶粒生长速率越

快，而枝晶尖端半径减小。刚开始，晶粒生长速度

呈指数上升，且随着界面厚度取值的增大而迅速上

升。这是由于开始结晶的时候伴随着能量起伏波

动，从而影响初始速度，界面厚度较小的时候，扰

动对其的影响较少，在扰动干扰的范围内，随着界

面厚度的增大，二次枝晶越来越发达，枝晶尖端半

径减小。因此界面厚度的取值应在３ｄｘ左右，较

能真实反映晶粒的生长形貌；界面厚度取值不恰

当，将使冰晶形貌发生变异，也会受到误差噪音的

影响。

４４　在果汁冷冻浓缩过程中，忽略冰晶结晶时释

放的潜热，本研究采用相场法对冰晶生长进行等温

模拟，但模拟的结果很大程度上受到参数取值的影

响。今后将继续在探讨热扩散率、初始晶核半径等

其他他相关参数取值方面努力，以取得更优的模拟

结果。
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